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Funkce v́ıce proměnných – úvod Úvod

Úvod – něco o kuželosečkách Sťredové rovnice kuželoseček:

x2 + y2 = r2 – kružnice o poloměru r
x2

a2
+ y2

b2
= 1 – elipsa o osách délky a a b

x2

a2
− y2

b2
= 1 – hyperbola procházej́ıćı osou x v bodech [−a, 0] a [a, 0],

asymptoty y = ±b
ax

y = 2px2 – parabola

xy = 1 – hyperbola s osami x = ±y

Př́ıklady – určete a načrtněte kuželosečky:

x2 + 4x + y2 − 2y = 0

y2 − 2x2 + 8x = 7

x2 + 4x − y = 0

x − 4y2 + 5 = 0
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Funkce v́ıce proměnných

Definition

Necht’ M ⊂ Rn je neprázdná. Reálná funkce v́ıce proměnných definovaná
na M je zobrazeńı, které jednoznačně p̌rǐrad́ı hodnotu y k n−tici
(x1, . . . , xn) ∈ M. Použ́ıváme notaci y = f (x1, . . . , xn).

Př́ıklady:

Cena výrobku je c, počet prodaných výrobk̊u je p. Potom tržba T je
T (p, c) = pc.

Částka uložená na spǒrićım účtu je C , úrok je p v procentech. Po l

letech bude na spoč́ıćım účtu P(C , p, l) = C
(
1 + p

100

)l
Cobb-Douglasova produkčńı funkce f (x , y) = Axayb pro A, a, b > 0
na množině {(x , y) ∈ R2, x > 0, y > 0}
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Maximálńı definičńı obor: jako obvykle, funkce jsou často zadány pouze
svým p̌redpisem bez specifikace definičńıho oboru. V takovém p̌ŕıpadě
p̌redpokládáme, že definičńı obor je množina všech vstupů, pro které má
p̌redpis smysl.
Př́ıklady: Nalezněte a načrtněte definičńı obor funkce

f (x , y) = log(x + y)

f (x , y) = 1√
x2+y2−1

f (x , y) =
√
1− log(y − x2)
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Trocha o topologii

Definition

Polynom funkce v́ıce proměnných je funkce, která vznikne součtem
konečně mnoha jednočlenů, kde každý jednočlen je reálný násobek
p̌rirozených mocnin funkčńıch proměnných, nebo konstanta. Tedy

P(x1, . . . , xn) =
∑

ai1,...,inx
i1
1 . . . x inn , ai1,...,in ∈ R, i1, . . . in ∈ N ∪ {0}

Př́ıklad:

Funkce
x3 − 2xy2 + 2, xyz − 2z4 − 7, 2z(x − 4) + y2

jsou polynomy.

Naproti tomu funkce

x
√
y ,

x2 + 4

2y − 1
, x1/3 + y2

nejsou polynomy.
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Pár slov o topologii:
Co je otev̌rená množina?

Pro P polynom je P−1((−∞, a)) otev̌rená množina pro každé a ∈ R.
Pokud jsou A a B otev̌rené, pak je taky A ∩ B otev̌rená.

Pokud jsou množiny Ai , i ∈ I otev̌rené, pak i
⋃

i∈I Ai je otev̌rená.

Př́ıklady:

V R2 je ∅ otev̌rená, R2 otev̌rená, ale taky ’vniťrek jednotkového
kruhu’ {x2 + y2 < 1} je otev̌rená. Proč?

Čtverec (0, 1)× (0, 1) je otev̌rená množina.

Množina {(x , y) ∈ R2, |x | > 2, |y | > 2} je otev̌rená.
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Co je uzav̌rená množina?

Pokud je A otev̌rená, jej́ı doplněk je uzav̌rená.

Ale taky, pro polynom P je P−1((−∞, a]) uzav̌rená pro každé a ∈ R.
Pokud jsou A a B uzav̌rené, pak taky A ∪ B je uzav̌rená.

Pokud jsou množiny Ai , i ∈ I uzav̌rené, pak i
⋂

i∈I Ai je uzav̌rená

Př́ıklady:

∅ a R2 jsou obě uzav̌rené v R2. Proč?

Množina {(x , y), x ∈ [−1, 1], y ≤ x2} je uzav̌rená. Proč?
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Vniťrek množiny

Vniťrek množiny A se znač́ı A0, jde o nejvěťśı otev̌rnou množinu,
která je uvniťr A. Pro polynom P a reálné č́ıslo a je množina
P−1((−∞, a)) vniťrkem množiny P−1((−∞, a)).

Pro A otev̌renou je A0 = A.

Př́ıklady

Napǐste vniťrek množiny {(x , y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ 1}.
Proč neńı množina (0, 1)× [0, 1] otev̌rená?
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Uzávěr množiny

Uzávěr množiny A se znač́ı A a jde o nejmenš́ı uzav̌renou množinu,
která obsahuje A. Pro polynom P a reálné č́ıslo a je množina
P−1((−∞, a]) uzávěrem množiny P−1((∞, a)).

Pro A je uzav̌renou je A = A.

Př́ıklady

Napǐste uzávěr množiny {(x , y), x + y > 0, x2 + y2 < 16}
Proč neńı množina (0, 1)× [0, 1] uzav̌rená?
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Hranice množiny

Pro množinu A je hranice množiny ∂A dána p̌redpisem

∂A = A \ A0.

Př́ıklady:

Napǐste hranici množiny (0, 1)× [0, 1].

Napǐste hranici množiny {(x , y) ∈ R2, x2 − y2 ̸= 0}.
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Př́ıklady:

Je množina {(x , y) ∈ R2, x > y2 or y > 0} uzav̌rená, nebo otev̌rená?
Zdůvodněte.

Rozhodněte o otev̌renosti nebo uzav̌renosti definičńıho oboru funkce
f (x , y) = log(x log(x + y)). Definičńı obor zakreslete. Jaká je hranice
tohoto definičńıho oboru?

Je množina {(1, 1), (−1, 1), (0, 2)} uzav̌rená, nebo otev̌rená?

Je definičńı obor funkce f (x , y) = x2−4y2+4
x otev̌rený nebo uzav̌rený?

Definičńı obor zakreslete.

Napǐste hranici množiny {(x , y) ∈ R2, y < 2, y ≥ x2}.
Pozor: Jaká je hranice množiny {(x , y) ∈ R2, x3 + x2 < 0}?
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Definition

Mějme z = f (x , y) funkci dvou proměnných. Graf funkce f je množina

graphf = {(x , y , f (x , y) ∈ R3, (x , y) ∈ D f }.

Př́ıklad

Načrtněte graf funkce f (x , y) = −x − 2y + 3.

Načrtněte graf funkce f (x , y) = x2 + y2.
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Definition

Vrstevnice funkce f : R2 → R ve výšce z0 ∈ R je množina

{(x , y) ∈ R2, f (x , y) = z0}.

Př́ıklady:

Načrtněte vrstevnice funkce

f (x , y) =
x2 + y2

2x

ve výškách z0 = −2,−1, 0, 1, 2.

Načrtněte vrstevnice funkce

f (x , y) = (x + y) + |x + y |

ve výškách z0 = −2,−1, 0, 1, 2.
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Definition

Necht’ M ⊂ Rn a f : M → R. Mějme ǩrivku φ : I → M (zde I ⊂ R je
interval). Pak f ◦ φ je řez f dle φ.

Př́ıklad:

Jaký je graf funkce
f (x , y) = (x + y)2

podél p̌ŕımky pa : (x , y) = (a, 0) + t(1, 1), t ∈ R pro nějaké a ∈ R. A
co podél p̌ŕımky qb : (x , y) = (b, 0) + t(1,−1), t ∈ R pro nějaké
b ∈ R?
Načrtněte graf řezu funkce

f (x , y) =
1

x2 + y2

dle p̌ŕımky
(x , y) = t(cosα, sinα), t ∈ (0,∞),

kde α ∈ [0, 2π) je parametr.
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Pár daľśıch slov o množinách

Okoĺı bodu (x0, y0) je

Bδ(x0, y0) = {(x , y) ∈ R2,
√
(x − x0)2 + (y − y0)2 < δ}

pro nějaké δ > 0. Prstencové okoĺı je Bδ(x0, y0) \ {(x0, y0)}.

Limitńı bod množiny M je takový bod (x0, y0) takový, že

∀δ > 0 Bδ(x0, y0) ∩M ̸= ∅.
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Limita funkce

Definice

Necht’ (x0, y0) je limitńı bod M ⊂ R2 a f : M → R. Řekneme, že limita f
v bodě (x0, y0) je A ∈ R, pokud

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀(x , y) ∈ (M ∩ Bδ(x0, y0)), |f (x , y)− A| < ε.

Ṕı̌seme lim(x ,y)→(x0,y0) f (x , y) = A.

Řekneme, že limita f v bodě (x0, y0) je ∞, pokud

∀M > 0, ∃δ > 0, ∀(x , y) ∈ (M ∩ Bδ(x0, y0)), f (x , y) > M.

Ṕı̌seme lim(x ,y)→(x0,y0) f (x , y) = ∞.
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Pozorováńı (Aritmetika limit)

Necht’ f a g jsou dvě funkce a necht’ (x0, y0) je limitńı bod D f a D g. Pak

lim
(x ,y)→(x0,y0)

(f + g)(x , y) = lim
(x ,y)→(x0,y0)

f (x , y) + lim
(x ,y)→(x0,y0)

g(x , y)

lim
(x ,y)→(x0,y0)

fg(x , y) = lim
(x ,y)→(x0,y0)

f (x , y) lim
(x ,y)→(x0,y0)

g(x , y)

lim
(x ,y)→(x0,y0)

f

g
(x , y) =

lim(x ,y)→(x0,y0) f (x , y)

lim(x ,y)→(x0,y0) g(x , y)
.

pokud má pravá strana smysl.

Pozorováńı

Funkce f je spojitá v bodě (x0, y0) ∈ D f právě tehdy když
lim(x ,y)→(x0,y0) f (x , y) = f (x0, y0).
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Př́ıklady

Spočtěte
lim

(x ,y)→(−5,2)
xy cos(5y + 2x).

Vyšeťrete

lim
(x ,y)→(0,0)

(2x + y)2

x2 + y2
.

Funkce

f (x , y) =
x2y2

x2y2 + (x − y)2

neńı definovaná v bodě (0, 0). Je možné ji v tomto bodě dodefinovat
tak, aby byla funkce spojitá?

Václav Mácha (VŠCHT) Funkce v Rn 18 / 36



Funkce v́ıce proměnných – úvod Úvod

Lemma o dvou policajtech
Necht’ f , g , h jsou funkce
definované na Bδ(x0, y0) \ {(x0, y0)}
pro nějaké δ > 0. Necht’

g(x , y) ≤ f (x , y) ≤ h(x , y).

Pokud existuje A ∈ R∗ tak, že

lim
(x ,y)→(x0,y0)

g(x , y)

= lim
(x ,y)→(x0,y0)

h(x , y) = A,

potom taky

lim
(x ,y)→(x0,y0)

f (x , y) = A.

Obrázek: O dvou policajtech

Př́ıklad: Ukažte, že lim(x ,y)→(0,0)
x2√
x2+y2

= 0.
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Př́ıklady

lim(x ,y)→(0,0)
x−4y
6y+7x

lim(x ,y)→(0,0)
xy√
x2+y2

lim(x ,y)→(2,1)
x2−2xy
x2−4y2

limx→0

(
limy→0

x−2y
3x+y

)
limy→0

(
limx→0

x−2y
3x+y

)

lim(x ,y)→(0,0)
x3y

x4+y4

lim(x ,y)→(0,0)
x2y

x2+y2

lim(x ,y)→(0,0)
5x2y2

x2+y2

lim(x ,y)→(0,0)
5x3y
x2+y2

lim(x ,y)→(0,0)
x2y

x4+y2
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Derivace funkćı v́ıce proměnných

Definice

Mějme f : M ⊂ Rn → R a v ∈ Rn takové, že ∥v∥ = 1. Necht’ x0 ∈ M0.
Derivace f ve směru v v bodě x0 je

Df (x0, v) = g ′(t)|t=0 kde g(t) = f (x0 + tv)

Směr libovolného vektoru v je jednotkový vektor v
∥v∥ .

Př́ıklady:

Jaký je směr p̌ŕımky p : (x , y) = (2,−1) + t(1, 3)?

Mějme f (x , y) = x2ey . Spočtěte Df
(
(1, 0),

(
1√
2
, 1√

2

))
.

Pro funkci f (x , y) = x
y2 spočt vete Df ((1, 0), (1, 0)) a

Df ((1, 0), (0, 1)).
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Parciálńı derivace

Definition

Mějme f : M ⊂ Rn → R a x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ M0. Necht’ ei je vektor
ve směru osy xi . Směrová derivace

∂

∂xi
f (x) = Df ((x1, x2, . . . , xn), ei ),

se nazývá parciálńı derivace ve směru xi v bodě x .

Př́ıklady

Necht’ f (x , y) = x(sin y)
1+x2

. Spočtěte ∂
∂x f ((1, 1)) a

∂
∂y f ((1, 1)).

Spočtěte ∂
∂x f (x , y) a

∂
∂y f (x , y) pro funkci z p̌redchoźıho cvičeńı.

Poznámka: gradient f je vektor parciálńıch derivaćı. Konkrétně

∇f =

(
∂

∂x1
f ,

∂

∂x2
f , . . . ,

∂

∂xn
f

)
.
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Poznámka: gradient f je vektor parciálńıch derivaćı. Konkrétně
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Př́ıklady: Spočtěte gradienty funkćı

f (x , y) = 4x2 + 5y3 + 26xy2 − 12 3
√
x
√
y

f (x , y) =
√
x2y + y2 + x

f (x , y) = (x2 + xy)ex
2y

f (x , y) = x2+sin(xy)
1+y2

f (x , y , z) = xeyz

f (x1, x2, x3, x4) = x32 (x
2
1 − ex3x4)
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Definice

Definujeme druhé derivace následovně:

∂2f

∂x2i
=

∂

∂xi

(
∂f

∂xi

)
,

∂2f

∂xi∂xj
=

∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)
,

kdykoli i , j ∈ {1, . . . , n}, i ̸= j . Podobně definujeme ťret́ı a vyš̌śı derivace.

Př́ıklady

Spočtěte druhé derivace funkce

f (x , y) =
x

y
− exy .

Napǐste druhé derivace funkce

f (x , y) = x2
√
x2 + y2.
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Definition

Matice druhých derivaćı (
∂2f
∂x21

)
se nazývá Hessova matice f . Znač́ı se ∇2f .

Pozorováńı Mějme f ∈ C 2, pak

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
.

Hessova matice ∇2f je symetrická matice typu (n, n).

Př́ıklady:

Spočtěte Hessovu matici funkce f (x , y) = x2 + ex sin y .

Spočtěte Hessovu matici funkce f (x , y , z) = x2 + xyz − z2.
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Theorem (Řet́ızkové pravidlo)

Mějme n, m ∈ N, f : Rn → Rm a g : Rm → R. Pak

∂(g ◦ f )
∂xi

=
m∑
j=1

∂g

∂yj

∂fj
∂xi

pro každé i ∈ {1, . . . , n}.

Př́ıklady

Mějme f (x) = g(sin x , cos x). Pak

∂f

∂x
=

∂g

∂a
cos x − ∂g

∂b
sin x .

Spočtěte ∂f
∂t , kde

1 f (x , y) = 4x2 + 3y2, x = x(t) = sin t and y = y(t) = cos t,

2 f (x , y) =
√
x2 − y2, x = x(t) = e2t and y = y(t) = e−t .
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Daľśı p̌ŕıklady na derivace:

Spočtěte ∇
(
x2y3 − x2

y + 5
x

)
.

Spočtěte ∇2
(
x2ey

y

)
.

Spočtěte ∇
(
sin

(
x2

x+yz

)
ez

2
)

Napǐste ∇2
(
x + x+y2

z

)
.

Pomoćı řet́ızkového pravidla spočtěte ∂f
∂t , kde

f = f (x , y , z) = (x + z)eyz a x = et , y = log t, z = t2.
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Diferenciál
Mějme funkci f : R2 → R. Zkuśıme spoč́ıtat p̌ŕır̊ustek, pokud se pohneme
z bodu (x0, y0) do bodu (x0 + h, y0 + k), tedy
∆f (x0, y0) = f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0). Můžeme to zapsat jako

∆f (x0, y0) = f (x0 + h, y0 + k)− f (x0 + h, y0) + f (x0 + h, y0)− f (x0, y0).

Předpokládejme, že |h| a |k | jsou malé. Pak

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0 + h, y0) ∼
∂f

∂x
(x0 + h, y0)k

f (x0 + h, y0)− f (x0, y0) ∼
∂f

∂y
(x0, y0)h

Nav́ıc, ∂f
∂x (x0 + h, y0) ∼ ∂f

∂x (x0, y0), pokud f ∈ C 1. To dává

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) ∼
∂f

∂x
(x0, y0)h +

∂f

∂y
(x0, y0)k .
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Funkce v́ıce proměnných – úvod Derivace

Označ́ıme dx změnu v soǔradnici x a dy změnu v soǔradnici y .

Definice

Necht’ f : M ⊂ R2 → R je taková, že f má spojité prvńı derivace. Pak

df (x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)dx +

∂f

∂y
(x0, y0)dy

se nazývá diferenciál f v bodě (x0, y0).

Př́ıklady

Napǐste diferenciál funkce f (x , y) = x2y − y2.

Spočtěte
√
(0.03)2 + (2.89)2 pomoćı diferenciálu.

S pomoćı diferenciálu spočtěte log (1.04) +
√
(3.2)2 + (3.8)2.

Spočtěte f (1, 11; 0, 58), je-li f (x , y) = x3 + 4y3.

Poznamenejme, že df (x0, y0) = ∇f (x0, y0) · (dx ,dy). Ve v́ıce dimenźıch
máme

df (x0) = ∇f (x0) · (dx1, . . . ,dxn).
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máme
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Definition

Necht’ f : Rn → R má spojité derivace v bodě x0 ∈ Rn. Pak tečná rovina
grafu f v bodě x0 je rovina s rovnićı

z = f (x0) +∇f (x0) · (x − x0)

Př́ıklad

Spočtěte tečnou rovinu f v bodě (1, 2) pro f (x , y) =
√
9− x2 − y2.

Necht’ je dána funkce f (x , y) = x2+y2

2 . V bodě (1, 2) určete rovnici
tečny a diferenciál funkce f s p̌ŕır̊ustky dx = 1

2 a dy = 1
2 .
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grafu f v bodě x0 je rovina s rovnićı
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Definition

Definujeme Taylor̊u polynom druhého řádu v bodě x0 ∈ Rn pomoćı vzorce

T2(x) = f (x0) +∇f (x0) · (x − x0) +
1

2
(x − x0)∇2f (x − x0)

T

Př́ıklady

Napǐste Taylor̊uv polynom druhého řádu funkce f (x , y) = x+1
y2 log y v

bodě (1, 1).

Napǐste Taylor̊uv polynom druhého řádu funkce f (x , y) = log
(

1
xy

)
v

bodě (−2,−3).

Nalezněte p̌ribližnou hodnotu
√

(0.03)2 + (2.89)2 pomoćı Taylorova
polynomu druhého řádu.
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Václav Mácha (VŠCHT) Funkce v Rn 31 / 36
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Př́ıklad za života
Předpokládejme, že spoťrebitel jménem Homer Simpson konzumuje r̊uzná
množstv́ı piva Duff a vep̌rových škvark̊u. Necht’ P označuje množstv́ı
zkonzumového piva a S označuje množstv́ı zkonzumovaných škvark̊u.
Homer źıskává užitek ze spoťreby těchno statk̊u podle následuj́ıćı užitkové
funkce

U = f (P, S) nap̌ŕıklad f (P,S) = θ + α logP + (1− α) log S)

Homer má omezený rozpočet, protože plat́ı

pPP + pSS = R. (rozpočet)

Jaké množstv́ı piva a škvark̊u maximalizuje jeho užitek?

Zůstává otázka: co když je rovnice (rozpočet) složitěǰśı (nap̌ŕıklad existuje
množstevńı sleva)? Co když je (rozpočet) taková, že nelze vyjáďrit P
pomoćı S? Nap̌ŕıklad pP = γe−P a pS = δ(1 + ϵS5)?
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Implicitně daná funkce
Uvažujme množinu

{(x , y) ∈ R2, x2 + y2 = 1}

x

y

Rovnice x2 + y2 = 1 definuje dvě funkce y1(x) a y2(x), kde

y1(x) =
√
1− x2, D y1(x) = [−1, 1],

y2(x) = −
√
1− x2, D y2(x) = [−1, 1].

Václav Mácha (VŠCHT) Funkce v Rn 33 / 36
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Co když je nemožné vyjáďrit y? Uvažujme rovnici

f (x , y) = 0.

Co muśıme p̌redpokládat, abychom dostali jednoznačně určenou funkci
y(x)?

Theorem

Mějme f : R2 → R a (x0, y0) ∈ R2. Pokud

i f ∈ C k pro nějaké k ∈ N,
ii f (x0, y0) = 0,

iii
∂f
∂y (x0, y0) ̸= 0,

pak exisuje jednoznačně určená funkce y(x) ťŕıdy C k na okoĺı bodu x0
taková, že f (x , y(x)) = 0. Neboli, existuje ε > 0 a funkce y(x) definovaná
na (x0 − ε, x0 + ε taková, že f (x , y(x)) = 0.
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Př́ıklad Uvažujte rovnici

x3 + y3 − 3xy − 3 = 0.

Existuje funkce y(x) určená touto rovnićı na okoĺı bodu (1, 2)?
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Posledńı p̌redpoklad věty o implicitńı funkci nemůže být vynechán.
Uvažujme rovnici

x2 + y2 = 1

na okoĺı bodu (1, 0).
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