Matematika, funkce vice proménnych
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Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod

Uvod — néco o kuzZelosetkach Stfedové rovnice kuZeloselek:

m x2 + y? = r? — kruZnice o polom&ru r
| >§ + i—z =1 — elipsa o osach délky a a b
L] :—2 — bz =1 — hyperbola prochazejici osou x v bodech [—a, 0] a [a, 0],

asymptoty y = :l:;x
m y = 2px® — parabola
B xy = 1 — hyperbola s osami x = +y

Ptiklady — urcete a na&rtnéte kuzelosecky:

B X2 H4x+y?—2y=0 x> +4x—y=0
2_2x2+8x=7 mx—4y>2+5=0
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Funkce vice promé&nnych — dvod Uvod

Funkce vice proménnych

Definition

Necht M C R" je neprazdnd. Redind funkce vice promé&nnych definovana
na M je zobrazeni, které jednoznaéné ptiradi hodnotu y k n—tici

(x1,...,%n) € M. PouZivdame notaci y = f(x1,...,Xp).
Ptiklady:
m Cena vyrobku je ¢, polet prodanych vyrobki je p. Potom trzba T je
T(p,c) = pc.

m Castka uloZend na spoficim G¢tu je C, drok je p v procentech. Po /
letech bude na spoticim detu P(C, p, 1) = C (1 + %)’

m Cobb-Douglasova produkni funkce f(x,y) = Ax?y® pro A,a,b >0
na mnozing {(x,y) € R?, x >0, y > 0}
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Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod

Maximalni definiéni obor: jako obvykle, funkce jsou ¢asto zadany pouze
svym predpisem bez specifikace defini¢niho oboru. V takovém p¥ipadé
predpokladame, Ze definiéni obor je mnoZina vSech vstupd, pro které ma
predpis smysl.

Ptiklady: Naleznéte a nadrtnéte defini¢ni obor funkce

m f(x,y) = log(x +y)
1

m f(x,y) = V1
m f(x,y) = +/1—log(y — x?)
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Funkce vice promé&nnych — dvod Uvod

Trocha o topologii

Definition

Polynom funkce vice proménnych je funkce, kterd vznikne sou¢tem
kone¢né mnoha jednoélend, kde kazdy jednodlen je redlny nasobek
pfirozenych mocnin funk&nich proménnych, nebo konstanta. Tedy

P(x1,...,%n) = Z aj,,.. ,nx1 .. .x,’;”, aj,,...i. €R, i1,...Iin e NU{0}

N
< ‘
N
N
<

Ptiklad:
m Funkce
x3 = 2xy? +2, xyz — 22% — 7, 2z(x — 4) + y?
jsou polynomy.
m Naproti tomu funkce

2
x“+4
VY 3T X134 y?

nejsou polynomy.
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Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod

Par slov o topologii:
Co je oteviend mnoZina?
m Pro P polynom je P~1((—o0, a)) otevfend mnoZina pro kaZdé a € R.
m Pokud jsou A a B otevfené, pak je taky AN B otevfena.
m Pokud jsou mnoZiny A;, i € | oteviené, pak i |J;c; Ai je otevfena.
Ptiklady:
m V R? je () oteviend, R? oteviend, ale taky 'vnittek jednotkového
kruhu' {x? 4+ y? < 1} je otevrend. Prot¢?
m Ctverec (0,1) x (0,1) je oteviena mnozina.

m MnoZina {(x,y) € R?,|x| > 2,|y| > 2} je otev¥ena.
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Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod

Co je uzavfend mnoZina?
m Pokud je A otevfend, jeji dopln&k je uzavfena.
m Ale taky, pro polynom P je P~1((—o0, a]) uzavfena pro kazdé a € R.
m Pokud jsou A a B uzavfené, pak taky AU B je uzavfena.
m Pokud jsou mnoZiny A;, i € | uzav¥ené, pak i)
Priklady:

m () a R? jsou ob& uzavrené v R?. Pro¢?

ie1 Ai je uzavrend

m MnoZina {(x,y), x € [-1,1], y < x?} je uzavFend. Pro&?

Véclav Macha (VSCHT) Funkce v R" 7/36



Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod

Vnitfek mnoZiny
m Vnitfek mnoZiny A se zna&i A°, jde o nejvétsi otevinou mnoZinu,
kterd je uvnitf A. Pro polynom P a redlné &islo a je mnoZina
P~1((—o0, a)) vnittkem mnoZiny P~1((—c0, a)).
m Pro A otevienou je A = A.
Priklady
m Napiste vnitfek mnoziny {(x,y) € R?, x*> + y? < 1}.

m Pro¢ neni mnoZina (0, 1) x [0, 1] otev¥end?
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Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod

Uzavér mnoZiny
m Uzav&r mnoZiny A se zna&i A a jde o nejmensi uzavfenou mnoZinu,
kterd obsahuje A. Pro polynom P a redlné &islo a je mnoZina
P~1((—o0, a]) uzdvérem mnoziny P~1((c0, a)).
m Pro A je uzavienou je A = A.
Priklady
m Napiste uzdvér mnoziny {(x,y), x +y > 0, x> + y?> < 16}

m Pro¢ neni mnoZina (0, 1) x [0, 1] uzav¥ena?
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Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod

Hranice mnoZiny

m Pro mnoZinu A je hranice mnoZiny OA dana p¥edpisem
OA=A\ AL

Ptiklady:
m Napiste hranici mnoZiny (0,1) x [0, 1].
m Napiste hranici mnoziny {(x,y) € R?, x> — y? # 0}.
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Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod

Ptiklady:

m Je mnoZina {(x,y) € R?, x > y? or y > 0} uzav¥end, nebo otevfens?
Zdivodnéte.

m Rozhodné&te o otevfenosti nebo uzavienosti defini¢niho oboru funkce
f(x,y) = log(xlog(x + y)). Defini¢ni obor zakreslete. Jakd je hranice
tohoto defini¢niho oboru?

m Je mnoZina {(1,1),(—1,1),(0,2)} uzavfena, nebo oteviend?

IV _ xX*—4y’44
m Je defini¢ni obor funkce f(x,y) = ===

Defini¢ni obor zakreslete.

otevfeny nebo uzavfeny?

m Napiste hranici mnoziny {(x,y) € R? y <2, y > x?}.
m Pozor: Jakd je hranice mnoZiny {(x,y) € R?, x3 + x? < 0}7?
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Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod

M&jme z = f(x, y) funkci dvou promé&nnych. Graf funkce f je mnoZina

graphf = {(x,y, f(x,y) € R®, (x,y) e Df}.

Ptiklad
m Nalrtnéte graf funkce f(x,y) = —x — 2y + 3.
m Nadrtnéte graf funkce f(x,y) = x% + y2.
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Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod
Definition

Vrstevnice funkce f : R?2 — R ve vy¥ce zg € R je mnoZina

{(va) € Rz? f(xv)/) = ZO}‘

Ptiklady:

m Nadrtnéte vrstevnice funkce

x2+y2

ve vyskach zp = —2,-1,0,1, 2.

m Na&rtnéte vrstevnice funkce
f(x,y) = (x+y)+|x+yl
ve vyskach zp = —2,-1,0,1, 2.
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Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod
Definition

Necht M C R"a f : M — R. M&me k¥ivku ¢ : | — M (zde | C R je
interval). Pak f o ¢ je Fez f dle .

Ptiklad:
m Jaky je graf funkce
f(x,y) = (x +y)
podél p¥imky p, : (x,y) = (a,0) + t(1,1), t € R pro n&jaké a € R. A
co podél p¥imky qp : (x,y) = (b,0) + t(l —1), t € R pro n&jaké
beR?
m Nalrtnéte graf fezu funkce
1
f(x,y) = W
dle p¥imky
(x,y) = t(cosa,sina), t € (0,00),
kde « € [0,27) je parametr.
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Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod

Par dalsich slov o mnozinach

Okoli bodu (xo, yo) je

Bs(x0.0) = {(x.¥) € B2, \/(x — x0)? + (v — y0)? < 6}
pro n&jaké & > 0. Prstencové okoli je Bs(xo, o) \ {(x0,¥0)}-
Limitni bod mnoZiny M je takovy bod (xp, yo) takovy, Ze

Vo >0 B(;(Xo,yo) NM #(.
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Funkce vice promé&nnych — dvod Uvod

Limita funkce

Definice

Necht (xo, yo) je limitni bod M C R? a f : M — R. Rekneme, Ze limita f
v bodé (xo, yo) je A € R, pokud

Ve >0, 96 >0, V(X,y) € (Mﬂ B(s(XanO))? |f(Xay) - A| <e.

Pl’§eme Iim(x,y)—>(xo,y0) f(x,y) = A.
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Limita funkce

Definice

Necht (xo, yo) je limitni bod M C R? a f : M — R. Rekneme, Ze limita f
v bodé (xo, yo) je A € R, pokud

Ve >0, 96 >0, V(X,y) € (Mﬂ B(s(XanO))? |f(Xay) - A| <e.

PiSeme Iim(x,y)—>(xo,y0) f(x,y) = A.
Rekneme, Ze limita f v bod& (xg, yo) je oo, pokud

VM >0, 36 > 0, \V/(X,_)/) € (Mﬂ B(S(X07y0))? f(Xa.y) > M.

PiSeme Iim(x,y)—>(xo,y0) f(x,y) = OQ.
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Funkce vice promé&nnych — dvod Uvod

Pozorovéni (Aritmetika limit)

Necht f a g jsou dvé& funkce a necht (xo, yo) je limitni bod D f a D g. Pak

lim f+g)x,y) = lim f(x,y)+ lim X,
(X7y)_>(X0’y0)( g)( y) (X7Y)—>(X07y0) ( y) (X7y)_>(X07y0)g( y)
lim fg(x,y) = lim f(x, lim X,
ey BV = (I TOY) ()0 ey 8V
im () = Mo tas) F0Y)

(xy)—(x0,y0) & S |im(x,y)%(xo,yo) g(X,y).

pokud ma prava strana smysl.
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Funkce vice promé&nnych — dvod Uvod

Pozorovéni (Aritmetika limit)

Necht f a g jsou dvé& funkce a necht (xo, yo) je limitni bod D f a D g. Pak

lim f+g)x,y)= lim f(x,y)+ lim X,
(X,Y)—>(Xo,)/0)( g)(x.) (x,¥)=(x0,¥0) bey) (X,Y)—>(Xo,}/0)g( )
lim fg(x,y) = lim f(x, lim X,
(X,y)_)(XO,yO) g( y) (va)_>(X07y0) ( y) (X,)’)_>(X07YO) g( y)

f ) = Iim(XaY)—>(Xo,yo) f(x,y)

lim —(x,y) = = :
(xy)—(x0,y0) & |Im(x,y)%(xo,yo) g(X,y)

pokud ma prava strana smysl.

Funkce f je spojita v bodé& (xo, yo) € D f pravé tehdy kdyZ
Iim(X,)’)%(Xo,)/o) f(X,y) = f(Xo,yO),
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Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod

Priklady
m Spoltéte

lim xy cos(by + 2x).
(X,y)%(f5,2) y ( y )

m Vysetfete
| (2x + y)?

(xy)=(00) x> +y*
m Funkce
B x2y2
T ()
neni definovand v bodg (0,0). Je mozné ji v tomto bod& dodefinovat
tak, aby byla funkce spojita?

f(x,y)
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Funkce vice promé&nnych — dvod Uvod

Lemma o dvou policajtech
Necht f, g, h jsou funkce

definované na B;(xo, y0) \ {(x0; ¥0)}
pro n&jaké & > 0. Necht

g(x,y) < f(x,y) < h(x,y).
Pokud existuje A € R* tak, Ze

lim X,
(x.y)—(x0,y0) glx.y)

— lim h(x,y) = A, Obréazek: O dvou policajtech
(X,Y)—>(X0,}/0)

potom taky

lim f(x,y) =A.
(X7Y)—>(X07YO) ( y)

Piiklad: UkaZte, Ze lim(x ,)-(0.0) \/% =0.
X2ty

Véclav Macha (VSCHT) Funkce v R”



Funkce vice prom&nnych — dvod Uvod

Ptiklady
m lim XAy li oy
(X’y)*)(o’o) 6y+7X = Im(va)*)(Ovo) X4+y4
m lim = . X2y
(x)=(00) 722 " lim(ey)-(00) 27,2
. x2—2xy . 5x%y?
= Ilm(XJ’)ﬁ(z’l) x2—4y2 u IIm(x,y)ﬁ(O,O) x2+})//2
. . x—2y . 5x3y
m limxo <"mH0 3x+y) m M (cy)»(00) 352
H H X*2y . X2y
u ||my_>0 (llmx_m W) u ||m(X7y)_>(070) m
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Funkce vice prom&nnych — dvod Derivace

Derivace funkci vice proménnych

Definice

Mé&jme f : M C R" — R a v € R" takové, Ze ||v| = 1. Necht xo € M°.
Derivace f ve sméru v v bodé& xq je

Df (xo,v) = g'(t)|t=0 kde g(t) = f(x0 + tv)

Smér libovolného vektoru v je jednotkovy vektor ﬁ
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Funkce vice prom&nnych — dvod Derivace

Derivace funkci vice proménnych

Definice

Mé&jme f : M C R" — R a v € R" takové, Ze ||v| = 1. Necht xo € M°.
Derivace f ve sméru v v bodé& xq je

Df (xo,v) = g'(t)|t=0 kde g(t) = f(x0 + tv)

Smér libovolného vektoru v je jednotkovy vektor ™I
Priklady:

m Jaky je smér p¥imky p: (x,y) = (2,—1) + ¢(1,3

m Mjme f(x, y) = x2e”. Spottéte Df ((1,0) % i))

m Pro funkci f(x,y) = ;2 spott vete Df ((1,0),(1,0)) a
Df ((1,0),(0, 1))

VH
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Funkce vice prom&nnych — dvod Derivace

Parcialni derivace

Definition
Mé&me f: M CR" = R a X = (X1,X2,...,X,) € MO, Necht e; je vektor
ve sméru osy x;. Smérova derivace

i1‘(7) = Df((x1,x Xn), €i)

Gx,- = 1,X25---3,Xn), €j ),

se nazyva parcialni derivace ve sméru x; v bodé x.
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Funkce vice prom&nnych — dvod Derivace

Parcialni derivace

Definition
Mé&me f: M CR" = R a X = (X1,X2,...,X,) € MO, Necht e; je vektor
ve sméru osy x;. Smérova derivace

15)
aixif(i) = Df((X1,X2,...,Xn), &),

se nazyva parcialni derivace ve sméru x; v bodé x.

Priklady

m Necht f(x,y) = Xﬁl{) Spottéte 2 f((1,1)) a 67 f((1,1)).

m Spottéte %f(x,y) a a—yf(x,y) pro funkci z predchoziho cvigeni.
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Funkce vice prom&nnych — dvod Derivace

Parcialni derivace

Definition
Mé&me f: M CR" = R a X = (X1,X2,...,X,) € MO, Necht e; je vektor
ve sméru osy x;. Smérova derivace

0
37)01’(?) = Df((X1,X2,...,Xn), &),

se nazyva parcialni derivace ve sméru x; v bodé x.

Priklady

m Necht f(x,y) = XEny). Spottéte 2 £((1,1)) a & f((1,1)).
1+x 8y

m Spottéte %f(x y)ag, 9 f(x,y) pro funkci z predchoziho cviten.

Pozndmka: gradient f je vektor parcidlnich derivaci. Konkrétné

0 0 0
vf— (ax'-f’a)qf’..-78)<nf).
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Funkce vice promé&nnych — dvod Derivace

P¥iklady: Spoctéte gradienty funkci
m f(x,y) = 4x? + 5y + 26xy? — 12/x\/y

m f(x,y) = VXY +y? +x

m f(x,y) = (x*+ xy)e
x2+sin(x;

mf ):%iygy)

f(x,y,z) = xe¥*

Fx,
(x;
(x;
(
(

f(x1,x2,X3,%a) = X23(X12 — "4)
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Funkce vice prom&nnych — dvod Derivace
Definice

Definujeme druhé derivace nasledovné:

#f_ 0 (0F\ o _ o (oF
Ox?  Ox; \0x; ) 0Oxi0xj  0Ox \0x;)’

kdykoli i,j € {1,...,n}, i # j. Podobné& definujeme t¥eti a vy3si derivace.

Priklady

m Spoctéte druhé derivace funkce
X
fix,y)=—-—¢€v.
y
m Napiste druhé derivace funkce

f(x,y) = x*/x2 + y2.
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Funkce vice prom&nnych — dvod Derivace
Definition

Matice druhych derivaci
o°f
8x12

se nazyva Hessova matice f. Znati se V2f.

Pozorovani Mé&jme f € C?, pak

Pf Pf
Oxi0xj  Oxj0x;

Hessova matice V2f je symetrickd matice typu (n, n).

Priklady:
m Spottéte Hessovu matici funkce f(x,y) = x> + e¥siny.

m Spottéte Hessovu matici funkce f(x,y,z) = x> + xyz — z°.
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Theorem (Retizkové pravidlo)

Mé&men, meN, f : R" - R™ a g : R™ — R. Pak

g o f) Z Og Of;
8x, 8yj 3x,
pro kazdé i € {1,...,n}.
Ptiklady

m Mg&jme f(x) = g(sin x, cos x). Pak

of  Og g .
B = Ba 05X~ gy sinx.

m Spottéte af kde
f(x,y) =4x>+3y?, x=x(t) =sint and y = y(t) —cost
fx,y) = Vx> —y% x =x(t) = € and y = y(t) =
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Dalsi pfiklady na derivace:

Spottéte V <x2y3 — X72 + 5).

Spottéte V2 (XQy—ey) .

Spoctéte V (sin (Xfyz> ez2)
-v 2 +y?
Napiste V <X + %)

m Pomoci Fetizkového pravidla spoctéte %, kde

f=Ff(xy,z)=(x+2z)e%ax=c¢el, y=logt, z=t2
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Diferencial

M&jme funkci f : R? — R. Zkusime spo&itat p¥irtistek, pokud se pohneme
z bodu (xp, yo) do bodu (xg + h, yo + k), tedy

Af(xo,¥0) = f(xo + h,yo + k) — f(x0, ¥0). MiZeme to zapsat jako

Af(x0,y0) = f(xo + h,yo + k) — f(x0 + h, o) + f(xo + h, yo) — f(x0, ¥0)

P¥edpokladejme, Ze |h| a |k| jsou malé. Pak

of
f(x0 + h,yo + k) — f(xo + h,y0) ~ g(Xo + h, yo)k

of
f(xo+ h,y0) — f(x0,%0) ~ =—(x0,Y0)h

dy
Navic, 9 (xp + h of kud f € CL. To davs
» 5 (X0 + h, y0) ~ 5-(x0, o), pokud f € C*. To déva

of of
f(xo + h,yo + k) — f(x0, y0) ~ a(Xo,YO)h + @(Xoufo)k-
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Ozna&ime dx zménu v soufadnici x a dy zménu v soufadnici y.

Necht f : M C R? — R je takovd, %e f m4 spojité prvni derivace. Pak

of of
df(xo, y0) = a(xo,}/o)dx + 8—y(X0,YO)dy

se nazyvd diferencidl f v bod& (xo, yo).
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Funkce vice prom&nnych — dvod Derivace

Ozna&ime dx zménu v soufadnici x a dy zménu v soufadnici y.

Definice

Necht f : M C R?> — R je takovd, Ze f md spojité prvni derivace. Pak
of of
df = — d —(xo, Yo)d
(%0, ¥0) 8X(XO>YO) X+ 8y(XO yo)dy

se nazyvd diferencidl f v bod& (xo, yo).

Piklady
m Napiste diferencidl funkce f(x,y) = x2y — y2.
m Spottéte /(0.03)2 + (2.89)2 pomoci diferencialu.
m S pomoci diferencidlu spottéte log (1.04) + /(3.2)2 + (3.8)2.
m Spottéte f(1,11;0,58), je-li f(x,y) = x>+ 4y3.
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Ozna&ime dx zménu v soufadnici x a dy zménu v soufadnici y.

Necht f : M C R?> — R je takovd, Ze f md spojité prvni derivace. Pak

of of
df(xo, y0) = a(xo,}/o)dx + @(XOaYO)dy

se nazyvd diferencidl f v bod& (xo, yo).

Piklady

m Napiste diferencidl funkce f(x,y) = x2y — y2.

m Spottéte /(0.03)2 + (2.89)2 pomoci diferencialu.

m S pomoci diferencidlu spottéte log (1.04) + /(3.2)2 + (3.8)2.

m Spottéte f(1,11;0,58), je-li f(x,y) = x>+ 4y3.
Poznamenejme, Ze df(xo, y0) = Vf(x0, y0) - (dx, dy). Ve vice dimenzich
mame

df(x0) = Vf(xo) - (dx1, ..., dxp).
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Funkce vice prom&nnych — dvod Derivace

Necht f : R" — R m4 spojité derivace v bodé& xo € R". Pak te¢nd rovina
grafu f v bodé& xg je rovina s rovnici

z=f(x0) + Vf(x0) - (x — x0)
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Funkce vice prom&nnych — dvod Derivace

Necht f : R" — R m4 spojité derivace v bodé& xo € R". Pak te¢nd rovina
grafu f v bodé& xg je rovina s rovnici

z=f(x0) + Vf(x0) - (x — x0)

Ptiklad
m Spottéte tetnou rovinu f v bod& (1,2) pro f(x,y) = /9 — x? — y2.

m Necht je ddna funkce f(x,y) = * +y Y bode ( 2) urkete rovnici
te¢ny a diferencidl funkce f s pfir Gstky dx =5 ady = %
Véclav Macha (VSCHT) Funkce v R”

30/36



Funkce vice prom&nnych — dvod Derivace

Definujeme Taylorti polynom druhého ¥adu v bodé x5 € R" pomoci vzorce

Ta(x) = F(x0) + V(x0)  (x — 50) + 5 (x — %) V2F(x — x0) "
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Funkce vice prom&nnych — dvod Derivace

Definujeme Taylorti polynom druhého ¥adu v bodé x5 € R" pomoci vzorce

Ta(x) = £(30) + VF(30) - (x — 30) + 5 (x — %) V2F(x — x0)”

Priklady
m Napiste Tayloriiv polynom druhého ¥adu funkce f(x,y) =
bodé& (1,1).

Xy—ng logy v

m Napiste Tayloriiv polynom druhého ¥adu funkce f(x,y) = log (%) v
bodé& (-2, —-3).

m Naleznéte p¥ibliznou hodnotu 1/(0.03)2 + (2.89)2 pomoci Taylorova
polynomu druhého ¥adu.
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Funkce vice prom&nnych — dvod Funkce zadané implicitné

Ptiklad za Zivota

P¥edpokladejme, Ze spot¥ebitel jménem Homer Simpson konzumuje riizna
mnoZstvi piva Duff a vepfovych Skvarkii. Necht P ozna&uje mnoZstvi
zkonzumového piva a S oznaluje mnoZstvi zkonzumovanych gkvarkd.
Homer ziskdva uzitek ze spotfeby té€chno statkd podle nasledujici uzitkové
funkce

U=f(P,S) naptiklad f(P,S) =60+ alogP + (1 —a)log$)
Homer ma omezeny rozpodet, protoZe plati
ppP + psS = R. (rozpotet)

Jaké mnoZstvi piva a Skvark( maximalizuje jeho uZitek?
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Funkce vice prom&nnych — dvod Funkce zadané implicitné

Ptiklad za Zivota

P¥edpokladejme, Ze spot¥ebitel jménem Homer Simpson konzumuje riizna
mnoZstvi piva Duff a vepfovych Skvarkii. Necht P ozna&uje mnoZstvi
zkonzumového piva a S oznaluje mnoZstvi zkonzumovanych gkvarkd.
Homer ziskdva uzitek ze spotfeby té€chno statkd podle nasledujici uzitkové
funkce

U=f(P,S) naptiklad f(P,S) =60+ alogP + (1 —a)log$)
Homer ma omezeny rozpodet, protoZe plati
ppP + psS = R. (rozpotet)

Jaké mnoZstvi piva a Skvark( maximalizuje jeho uZitek?
Zistava otazka: co kdyZ je rovnice (rozpotet) slozit&jsi (naptiklad existuje
mnoZstevni sleva)? Co kdyZ je (rozpolet) takova, Ze nelze vyjadfit P

pomoci S? Naptiklad pp = ve =" a ps = §(1 + €S°)?
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Funkce vice promé&nnych — dvod Funkce zadané implicitn&

Implicitné dana funkce
UvaZujme mnoZinu

{(x,y) eR? x* +y* =1}

y
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Funkce vice promé&nnych — dvod Funkce zadané implicitn&

Implicitné dana funkce
UvaZujme mnoZinu

{(x,y) eR? x* +y* =1}

y

Rovnice x? + y? = 1 definuje dv& funkce y1(x) a y2(x), kde
n(x)=v1-x2 Dy(x) =[-1,1],
yo(x) = =v1—=x2 Dy(x) =[-1,1].
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Funkce vice promé&nnych — dvod Funkce zadané implicitn&

Co kdyZ je nemozné vyjadfit y? UvaZujme rovnici

f(x,y)=0.

Co musime predpokladat, abychom dostali jednozna&né& urenou funkci
y(x)?
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Co kdyZ je nemozné vyjadfit y? UvaZujme rovnici

f(x,y)=0.

Co musime predpokladat, abychom dostali jednozna&né& urenou funkci
y(x)?
Theorem
Mé&jme f : R? — R a (xo, yo) € R2. Pokud
B f € C¥ pro n&jaké k € N,
| f(x0,¥) =0,
i 57 (x0,¥0) # O,
pak exisuje jednozna&né& uréend funkce y(x) ttidy C¥ na okoli bodu xq

takovd, Ze f(x, y(x)) = 0. Neboli, existuje ¢ > 0 a funkce y(x) definovand
na (xo — €, xo + € takovd, Ze f(x, y(x)) = 0.
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Funkce vice promé&nnych — dvod Funkce zadané implicitn&

Pt¥iklad UvaZujte rovnici
x3+y3—3xy —3=0.

Existuje funkce y(x) uréend touto rovnici na okoli bodu (1,2)?
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Funkce vice promé&nnych — dvod Funkce zadané implicitn&

Posledni ptedpoklad véty o implicitni funkci nemiize byt vynechan.
UvaZujme rovnici

na okoli bodu (1,0).
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